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Matematica per CTF — trentesima lezione

Esercizio B dalla prova scritta del 31·i·2019

Il mean time between failures (mtbf) è un parametro di affidabilità degli apparati

tecnologici. Il mtbf di un dispositivo è il tempo medio che intercorre fra due

guasti successivi del dispositivo, supponendo che ogni guasto sia immediatamente

riparato. Indichiamo con mtbfX il mtbf di un certo sistema X; e indichiamo con

pX la probabilità che il sistema X si guasti in ogni data ora di funzionamento

(probabilità che assumiamo costante). Allora vale la relazione (dove h = “ore”)

pX = 1- e-
1h

mtbfX

Supponiamo, adesso, di avere una macchina M che è costituita da due parti

indipendenti fra loro: A e B. Se una qualunque delle due parti si guasta, allora la

macchina, nel suo complesso, è guasta. Il mtbf delle parti è:

mtbfA = 100 000h mtbfB = 33 000h

B.1 – Indichiamo con A, B e M gli eventi che rispettivamente A, B e M si guastino in

una certa ora di lavoro. Quale relazione lega questi eventi? Usa la formula data

nel testo per calcolare pA e pB, desumi pM, quindi determina mtbfM. Esprimi

il tuo risultato con due cifre significative di precisione. (Suggerimento: verifica il
risultato con la formula al punto B.3, se viene diverso allora hai sbagliato qualcosa.)

B.2 – Supponiamo che l’evento che una macchina si guasti durante una certa ora sia

indipendente dagli eventi che si guasti in una qualunque altra ora. Quale è la

probabilità che la macchina M subisca almeno un guasto durante 24 ore di lavoro?

Quante ore di lavoro servono perché vi sia una probabilità del 50% che M si guasti?

B.3 – La formula seguente lega il mtbf di M a quelli di A e di B.

mtbfM =
1

1
mtbfA

+ 1
mtbfB

Dimostra questa formula (per esempio eseguendo i calcoli del punto B.1 in maniera

letterale, ma non è l’unico modo). Quale formula va usata per una macchina

costituita da tre parti indipendenti, e perché?

Soluzione

B.1 – L’evento M si verifica quando almeno uno fra A e B si verifica, si tratta quindi,

per definizione, dell’unione A[B. Le probabilità pA e pB sono semplicemente

date dalla formula del testo

pA = 1- e-
1h

100000h ⇠ 1.000 · 10-5

pA = 1- e-
1h

33000h ⇠ 3.030 · 10-5
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Per la probabilità pM abbiamo

pM = Pr(A[B)

= 1- Pr(Ac \Bc)

= 1- (1- pA)(1- pB)

⇠ 4.030 · 10-5

Da cui

mtbfM =
1h

- log(1- pM)
⇠ 25 000

B.2 – La probabilità che la macchina non subisca guasti durante n ore è, per l’indipen-

denza, la probabilità che non ci siano guasti in una data ora, elevata alla n-esima

potenza. Si tratta, infatti, di fare l’intersezione degli eventi indipendenti “non ci

sono guasti nella prima ora”, e “. . . nella seconda ora”, etc. Quindi, detta pn la

probabilità di avere almeno un guasto in un periodo di n ore, abbiamo

1- pn = (1- pM)n

da cui si ricava immediatamente

p24 = 1- (1- pM)24 ⇠ 9.668 · 10-4

Il numero di ore necessarie per avere una probabilità di guasto del 50% è il valore

di n tale che pn = 0.5, ossia

(1- pM)n = 0.5

n =
log(0.5)

log(1- pM)
⇠ 17 200

B.3 – Riprendendo dalla formula

pM = 1- (1- pA)(1- pB)

ricavata al punto B.1, e sostituendo le espressioni per pA, pB, e pM in termini dei

mtbf, otteniamo

1- e-
1h

mtbfM = 1- e-
1h

mtbfA e-
1h

mtbfB

e-
1h

mtbfM = e
-
⇣

1h

mtbfA
+ 1h

mtbfB

⌘

da cui, prendendo i logaritmi e moltiplicando per -1h
-1

1

mtbfM

=
1

mtbfA

+
1

mtbfB

e la formula richiesta segue immediatamente calcolando il reciproco di ambo i

membri.

Se la macchina fosse costituita da tre parti A, B, e C, allora dovremmo calcolare la

probabilità dell’unione dei tre eventi corrispondenti al guasto di una delle parti,

che, come prima, si fa calcolando la probabilità dell’intersezione dei complementari.

Otteniamo cosı̀

1- pM = (1- pA)(1- pB)(1- pC)

e, sostituendo e semplificando

1

mtbfM

=
1

mtbfA

+
1

mtbfB

+
1

mtbfC

mtbfM =
1

1
mtbfA

+ 1
mtbfB

+ 1
mtbfC
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pm = I - E
"TBH ( il complementare)

'

e-
'

n¥sem=i
- Pm

⇐

E%÷÷
,

-

- loyal . - pm ) * Nota alla
pay

. geguente

⇒ log ( (i -pm )
"

) - log log)
II

Han - log ( i - Pm )
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ione : guegtooakolonagcor.de una Piccolaftp.po/a.LegercifiochiedeMTBF
,
con due cifre significative di

precisionE : Secondo to regale generali, se facciamo il cat.

colo contre cifre significative (gebbene quattro Sarobboro

meylio) dovremmo often one il rigultato cornette
.

Proviamo !

Pm = 4.030 - 10
- 5

its th th
MTBF
,

=
- =- I- WI'oooh
- 109 (i - pm ) - log ( i - 4.o-so.io

- s ) - log (0.999)
Lttroncato a 3 c. S.

0,9999597
-4

* it tron came into gteggo E imperfetto :

convennebbeep.pro#gimareQuegtorigvltato'eSBAGhato
.

Come capire , in tanto, che gualcoga non Torna ? Net contest-o

dell
'

egercizio, non I difficile : bagha gegvire itguggerimento e

appt.
-

care la formula at punto B .-5 .

MTBtm =

I
=
I 225

-oooh
1- +
1-

¥Fa + ¥3Fg 100
'

000 b -55000 h

Se non aveggimo arv to it gvggerimento, pero
'

,
avremmo potto ri.

pete re il calcolo con pic
'

cifre.

Per egempio , us undo quattro

cif re significative per l - 4.050.10-5 Oltenia mo

#
210000 hMTBF,n= - - - T

- log ( 0.9997)

Inagpettatamente , guest risvltato clifferigce da queHooke auto

con Tre cifro. Chiaramonte it right.to precedent- e
'

e gcredita .
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,
ma anchor di yvegto c'

'

e poco da fidargi, perche
'

,
come il

conto I cumbia to aggivngendo una cifra significative, potrrhbe

f- arlo di nuovo aggivngendone vnlaltra .

Proviamo con cinque . . .

# 2290004MTBF,n= - - - T

- logloiggyob)
approsgimafionecotrelta

I
'

success .
di nuovo

.

Ora
, pero

'

, aggiungere alfre cifro non

cumbia il ri -gutta to significativementor

in
MTBF,n= . . - X- K 24813 h

- log 10,9997597 )

Quin di il valone correHo
, approggimato a clue cifre

significative
,
I 2g

-oooh
.

Pero '
,
perche

' la teonia
, Secondo

la quale ci

agpettauamo di otten ere due cifre significative del rigvltato

f-a condo i calcoli con Tre - e anchor con quattro - cifre

nei puggaggi interned; ha fallito ?

( a logion e che
'

e importante imparare da guegto calcolo

I che lo. cifre significative non Sono che Uno gtrvmehto

ro -550 , che
, gebbene di rado, pro

'

rive tarsi imperf c-Ho .

Ha ooga E anda to Stor to ? Pengiamo at pnocodimento aril-me.

i.88383 o - Tico per catalano l - 4.030.10-5. Come si Veda

0.00004030 =

o.gg#zgfol'infonmazionecontenutanellecifre 4.030producele cifre sgzo del rigvltato, ment
-

re i g precedent: agis .

coho gemplicemente come dei segno - pogto : garebbero strati



gli gteggi an che se al pogto della mantissa 4.030 ci fosse

Stata gvalvngue ultra cosa . Quin di va da go
' che

,
Tron -

can do la different a ogggggg 70 ai g gottanto
, si gotta

via tvlta I' information e contento, nel dato .

It modo pii comune per Cadore in una trappola como questa
E abbasSaro la guardia .

Uno fail calcolo con 0.99g , ottie.

ne I'oooh
,

e pro code per la gua Strada ignaro del f-alto che

il ponte che ha prog c-Hato Crollera'
,
e
, quel che e

'

poggio , lui

non passer a
' I'egame .

(
"

E di poggio :

go volendo ,
ernoneamento

,

lavonare con the cifro

significative avessimo appassionato correHamente il numero

0.99995970 a 1.00 avremmo oltehvto

MTBF,n= . . - t.jo#ooy--tho-YYiuitdere per zero
non ha gEnso .

Questa intoppo avrebbodorvtomolterci subito sull
'

arviso che

quaKoga non Sta fvnzionando come ci agpelteremmo . La rear

3- i'one sbagliata garebbo Stata Scrivener uno o.gg al post di

quel 1.00 pen potor an dare avanti
.
Quando ai si rende conto

di non caps're cog " Shia succedendo, quasi Mai affidargideliberatemento ad una nossa che si sa essene gbagliata E una

buona idea
.

La reazione givgta E invoice di indag are lasituation
e Col ragion amento e con

"egperimento .




